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ABSTRACT. In this article we examine the relation between the localization of a given
topological algebra and the closedness of its corresponding Gel’fand transform algebra.
Applications on previous results on “ocal (topological) algebras” are also considered.
In particular, one proves, for instance, that any topological algebra, strictly dense
projective limit of local topological algebras, having also a hemi-compact spectrum
and the Gel’fand application a proper map, is still local. This has a special bearing on
previous standard results, as well.

Introduction

Une algebre topologique est dite locale, si elle contient tous les éléments qui lui ap-

partiennent localement (Définition 2.1); autrement dit, si elle est “compleéte au sens de
localisation” (:“localization-complete”). I.Gelfand, D.Raikov et I.Silov [6: p. 201, Theorem
1] ont montré, en se basant sur la partition fini de I'unité et la compacité de spectre, que
toute algébre de Banach commutative unitaire et réguliére est locale. R.M.Brooks [5: p.
271, Theorem 2.6] a établi le résultat pour les algebres de Fréchet, dans ce cas le spec-
tre est de Lindelof, ce qui a nécessité d’établir une partition dénombrable de 'unité, et
A Mallios [12: p. 307, Lemma 2.1] a étendu le résultat aux algebres topologiques (forte-
ment héréditairement complete) & spectre compact, a vrai dire, équicontinu. On s’est posé
alors la question, s’il existe des algebres topologiques locales dont le spectre, en géneral,
n’est ni compact ni de Lindeldf; question & laquelle nous avons répondu positivement en
établissant, d’un premier temps, le résultat pour les algebres uniformes [18: p. 495, Theo-
rem 2] et pour I’étendre en suite & une classe plus large d’algebres topologiques que nous
avons introduisé et appelé k-algébres topologiques [16].
Les différentes classes d’algebres mentionnées ci-dessus sont compleétes; on s’est demandé,
d’une maniere naturelle, s’il existe une relation entre la complétion d’une algebre topologique
et sa localisation; or, il a été déja montré par des exemples [9], que aucune relation n’est
vérifiée, en général, entre les deux notions. Cependant, on prouve dans cet article que la
localisation d’une algebre topologique E est en relation avec la fermeture de sa transformé
de Gel’fand E™ C C.(M(E)) (cf. Théoréme 2.4 et Remarque 2.7 ci-dessous). Alors, nous
montrons d’abord que si on a un systeéme projectif (E,)qecs d’algeéres topologiques, la limite
projective des transformées de Gel’fand (EL )acr est la fermeture (dans C.(M(E))) de la
transformée de Gel’fand de la limite projective E du systéme projectif considéré (cf. Propo-
sition 2.1 ); de plus, nous en déduisons une condition nécessaire et suffisante pour qu’une
algébre topologique soit locale (Théoreme 2.4). Comme application, nous donnouns le résultat
de A.Mallios [ibid.] pour les algebres localement m-convexe avec une condition plus faible
sur le spectre (Théoreme 2.8) et nous retrouvons aussi le théoreéme local pour les algebres
uniformes (Remarque 2.10).
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1 Préliminaires E désigne une @-algebre topologique de spectre M(E) ('ensemble des
caracteres continus non nuls de E), muni de la topologie faible et C.(M(E)) I'algebre des
fonctions complexes continues sur M (E), munie de la topologie de la convergence uniformes
sur les parties compactes de M(E). On note

G:E — C.(M(E))
la transformée de Gel’fand de E définie par :
() =7: M(E) —@ ; fr—a(f) = f(x), v € B.

L’ image de E par la transformée de Gel'fand sera notée E. E est dite semi-simple si sa
transformée de Gel’fand est injective.

Définition 1.1. On dit qu'une fonction o : M(E) — @', appartient localement & E si
pour tout f appartenant & M(FE), il existe un voisinage U de f et un élément = de E, tels
que les restrictions a U, a|y et Z|y, coincident.

2 Algebres topologiques locales Définition 2.1. Une algebre topologique F est dite
locale, si toute fonction « appartenant localement & E, lui appartient globalement (i.e. 3
x € E tel que o = Z; ol T est la transformee de Gel’fand de x); ¢a veut dire, précisément,
que toute fonction o appartenant localement ¢ E” lui appartient globalement.

D’abord, on a le résultat suivant qui sera utile dans la suite.

Proposition 2.2. Chaque fois qu’on a un systéme projectif d’ algébres topologiques (Eo)acr,
leurs algébres de Gel’fand correspondantes E , o € I, forment aussi un systéme projectif
d’ algébres topologiques. En particulier, on obtient la relation,

(*) EN =limE)} C C.(M(E)),
a un isomorphisme d’ algebres topologiques pres, ou E = limFE,, .
Preuve. Pour tout (a, 3) € I? tel que o < f3, soient

Tag ‘g — Ey et w4 1 E— E,,

les applications canoniques du systéme projectif (cf. [11: p. 82ff]), et considérons les
applications

—

bap 1 Ef — Ep ¢ T+ map(T),
en posant (cf. aussi [7] avec Remarque 2.11 ci-dessous):
$ap = "("map)lE)-

Donc (Ef ,¢ap ) est un systéme projectif d’ algébres topologiques et notons F sa limite
projective; ¢’ est-a-dire, on met:

F = limE}) € Co(M(E)).

Alors, EN C F; d’ autre part, pour tout o € I, on obtient

—

9a(E") = {$a(@) : ¢ € B} = {7a(a) : x € E}.

Comme pour tout a € I, o (E) = Eqo , ¢o(E") = EX | tel que (cf. aussi [11: p. 87, Lemma
3.2]), on a:
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EX =lim¢o(E") = imE) . B

Remarque 2.3. Par un abus de langage évident, on dit que les foncteurs “transformée
de Gel’fand” et “limite projective” commutent si, et seulement si, E™ est fermée dans
C(M(E)).

Nous avons montré qu’une limite projective (strictement dense) d’algébres topologiques lo-
cales et semi-simples est locale [18: p. 494, Theorem 1]. Autrement dit, sous la condition
de la semi-simplicité, la classe des algebres topologiques locales est fermée pour “la limite
projective (strictement dense)”. Nous généralisons ce résultat, en donnant une condition
nécessaire et suffisante pour qu’une telle limite projective reste locale. C’est-a-dire, on
obtient le résultat suivant.

Théoréme 2.4. Une algebre topologique E, a multiplication continue, étant, en particulier,
une limite projective strictement dense d’ algébres topologiques locales, soit E = limFE,,, et
tel que

(+%) M(E) = limM(E,) =) M(Ea),

a un homéomorphisme pres, est aussi locale, si, et seulement si, l'algebre de Gel’fand cor-
respondante E™ est fermée dans C.(M(E)).

Preuve. Supposons que E” est fermée dans C.(M(E); donc, d’apres la Proposition 2.2,
on a L

EN = E~ =limE" .
Soient 7.3 : Eg — Egset my, : E — E, les applications canoniques du systeme
projectif (Ey)acr, considérons leurs transposées;
"o : M(Ey ) — M(E)
tﬂ'aﬁ : M(Ea ) I M(Eg)

Pa
Pap

Soient également
s :EQ — B et ¢o: EN — EN |

les applications de transition associées au systéme projectif (E2 )aes ( elles sont définies a
la Proposition 2.2 ). Or, pour une fonction 6 : M(E) — @ appartenant localement o E”,
considérons les applications 6, = 6o p, : M(E,) — . Soit « € I, on a :

e 0, appartient localement ¢ E. , en effet: Soit f € M(FE, ), on a py (f) = foms €
M(E). Puisque 6 appartient localement & E”, il existe un voisinage U de p,, (f) et
un élément x de E tels que, 8|y = T|y; comme p, est continue, il existe un voisinage
Vde f € M(E, ) tel que po (V) CU. Donc,

9|PQ(V) = ﬂpa(vw et (0opa)lv = (Topa)lv.

D’autre part, T o py, = To(z), d ot 04|y = 7a(2)|v. Or, ma(z) € ES, alors 6,
appartient localement & E/ | pour tout « € I. Comme E, est locale, 6, appartient

globalement o E) et il existe un élément z, € E, tel que 6, = Z,, par suite
0= Za)acr e [] Eb. M(FE) étant la réunion disjointe des p, (M(E, )), donc
ael

pour tout o € I, (fopy)(M(E,)) = To(M(Ey). Do fop, =2, ,donc 6 € limEQ

si, et seulement si, pour tout couple (o, 3) € I?,a < B, ¢pup (Tg ) = Tu . Or, po =
P38 © pas, donc o p, =600 pg opys,et comme f, =0op, et g =6opg,ona
0o = 03 0 pap; et par suite 8, =T, et 03 =25, d ou
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~ ~ ~

To =Tp 0pap =Tpo 'Tap = dap (Tp)-
On en déduit que 6 € imE’, = E” et il existe x € E tel que § = 7, donc E est locale.

e Inversement, soit E locale. On a EN C imE) , car EN = limE/, . Maintenant,

pour ¢ = (Za)a € imE) , ona ¢|r(p,) = Ta et comme E = limE, et M(E) =
limM (E,), alors ¢ appartient localement & E, qui est locale par hypothese, par suite,

il existe © € E tel que ¢ = 7; donc limE, C E*. R

Toute algebre topologique peut étre considérée comme limite projective triviale d’elle méme
(cf. [3: p. 77, Exemple 2]); or, on en déduit le résultat suivant.

Corollaire 2.5. La transformée de Gel’fand E" de toute algébre topologique locale E est
fermée dans C.(M(E)).

Remarque 2.6. On peut encore formuler le théoreme ci-dessus comme suit: dans la
catégorie des algébres topologiques, la sous catégorie des algébres locales est caractérisée par
la commutativité des foncteurs “transformée de Gel’fand” et “limite projective (strictement
dense)”. On dit aussi que les algebres topologiques locales forment une sous-catégorie
7 compléte” de celle o les deux derniers foncteurs commutent (ou encore, la dite catégorie
est fermée pour le foncteur “limite projective”).

Remarque 2.7. Dans le cas ou l’algébre topologique C.(M(E)) est compléte (par exemple,
lorsque M(E) est un k-espace), alors E/ est en fait, la complétion de E”; donc la formule
(*) nous donne le caractere essentiel des élément ajoutés & E” pour obtenir la localisation
d’une algebres topologique donnée E: i.e., on y ajoute des limites (de suites généralisées de
Cauchy) des fonctions de E".

Une autre application du Théoreme 2.4, dans le cadre des algebres localement m-convexes,
en appuyant sur la décomposition d” Arens-Michael, est le résultat suivant, une généralisation
directe et aussi extension du cas classique.

Théoréme 2.8. Soit E une algebre localement m-convexe unitaire compléte et réguliere.
Alors, E est locale, si, et seulement si, E" est fermée dans C.(M(E)).

Preuve. Par la décomposition d’ Arens-Michael, E est limite projective (strictement dense
[11: p. 176; (7.18)]) d’ algebres de Banach unitaires et régulieres, E = imFE,, , donc telles

algebres sont locales [6: p. 201, Theorem 1]. D’ apres le Théoreme 2.4, E est locale si, et
seulement si, E" est fermée dans C.(M(E)). &

Comme conséquence du théoréme ci-dessus, nous retrouvons le résultat de A. Mallios [12],
mais pour les algebres localement m-convexes, en remplagant la condition héréditairement
compléte seulement par compléte (une hypothése beaucoup plus faible), et en prenant aussi
une transformée de Gel’fand associée convenable; & cet égard, nous rappelons d’abord (voir
e.g. [4: Chap. 1; p. 72, Définition 1]) qu’une application continue entre deux espaces
topologiques est dite propre si la préimage de tout ensembles compact reste aussi compact.
(En conséquence, la continuité de lapplication considerée ici est partie de la définition
elle-méme, d’une application propre donnée). Or, on a maintenant le résultat, comme suit.

Corollaire 2.9. Toute algébre localement m-convexre unitaire compléte et réguliére, ayant
aussi son spectre un espace hémicompact [1] et la transformée de Gel’fand correspondante
une application propre est locale.

Preuve. D’ apres le Théoreme 2.8, il suffit de montrer que E” est fermée: En fait, selon
notre hypothese sur M(E) (voir aussi [19: p. 265, Theorem A]), soit (Z,,)nen une suite
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de E, convergeant vers un élément o € C.(M(E)). On pose, B = {(Tn)nen; &}, qui est
un compact de C.(M(E)) [4: Chap. 1, p. 161; Ex. 2)]. Alors, en vertu de I’hypothese,
I'ensemble G~1(B) C E est un compact, tel que (z,)nen € G~ H(B), donc il existe une
sous-suite de ceci, convergeant vers un point z € E, or, d’apres la continuité de G, (z,)
converge aussi vers = et alors £ = «. W
A vrai dire, en basant sur le raisonnement précédent, on prouve, en effet, un réesultat,
beaucoup plus général, comme suit [A.Mallios]:
toute algebre topologique, qui est une limite projective strictement dense
(1) d’algébres topologiques locales, ayant aussi son spectre un espace hémicompact
et sa transformée de Gel’fand (continue et) propre est également locale.

Remarques 2.10. — 1) Du Théoreme 2.8, il découle aussi le résultat établi par A. Oukhouya
pour les algébres uniformes [18: p. 495, Theorem 2|, mais, pour le cas particulier, que
leurs transformées de Gel’fand soient continues; car d’ apres [11: p. 276, Theorem 5.1]
cette application est alors un isomorphisme (d’algebres topologiques) de E sur E”, donc la
complétude de E entraine celle de E”, par suite cette derniére est fermée dans Cj(M(E)),
d’ ou E est locale.

2) Des limites projectives d’ algébres de Gel’fand d’ un systéme projectif donné d” algebres
topologiques ont déja étés considérées, indépendamment de nous, par R.I.Hadjigeorgiou
dans [7], en y considérant, dans ce cas, sous de conditions convenables, les frontieres clas-
siques de Shilov, Choquet et Bishop.

Scolie 2.11. Une morale générale déduite de cet article est que la compacité du spectre, d’
une algebre topologique donnée appropriée, n’ est pas nécessaire (cf., par exemple, Remarque
2.7 ci-dessus), pour que le “Théoréme Local” soit valable pour une telle algebre, en contraste,
bien stir, a ce qui concern le cas classique. D’ ailleurs, I’ unité de 1’ algebre est encore utilisée
pendant notre raisonnement ci-dessus (voir e.g. Théoreme 2.8, comme avant). De méme,
il y en a des exemples d’ algebres topologiques (pas normées (1)), pas unitaires et sans de
spectres compacts, qui sont locales; cf., par exemple, [8: Section 20].

REFERENCES

[1] R. F. Arens, A topology for spaces of transformations. Ann. Math. 47(1946), 480-495.

[2] R. Arens, The problem of locally-A functions in a commutative Banach algebra A. Trans.
Amer. Math. Soc. 104(1962), 24-36.

[3] N. Bourbaki, Théorie des ensembles, Chap. 3. Hermann, Paris, 1967.

[4] N. Bourbaki, Topologie générale , Chap. 1-4. Hermann, Paris, 1971.

[5] R.M. Brooks, Partitions of unity in F-algebras. Math Ann. 77(1968), 265-272.

[6] I. Gel’fand, D. Raikov and G. Silov, Commutative Normed Rings. Chelsea, New York, 1964.
[7] R. 1. Hadjigeorgiou, Boundaries in projective limit topological algebras. (manuscrit)

[8] R. I. Hadjigeorgiou, Essential Sets in Topological Algebras. (monographie, en préparation)

[

9] R.A. Hassani, A. Blali, A. Oukhouya, Cléture locale des algebres topologiques. Scient. Math.
Japon. (& paraitre)

[10] J. Horvéth, Topological ~ Vector Spaces and Distributions, 1. Addison-Wesley,
Reading, Mass., 1966.

[11] A. Mallios, Topological algebras. Selected Topics. North-Holland, Amsterdam, 1986.
[12] A. Mallios, On geometric topological algebras. J. Math. Anal. Appl. 172(1993), 301-322.

[13] A. Mallios, The de Rham-Kdhler complex of the Gel’fand sheaf of a topological algebra. J.
Math. Anal. Appl. 175(1993), 143-168.



116 ANASTASIOS MALLIOS ET ALI OUKHOUYA

[14] A. Mallios, Geometry of Vector Sheaves. An Aziomatic Approach to Differential Geometry,
Vols 1-2. Kluwer Acad. Publ., Dordrecht, 1998.

[15] A. Mallios, On localising topological algebras. Contemporary Math. 341(2004), 79-95.

[16]

[17] E.A. Michael, Locally multiplicatively-convez topological algebras. Memoirs AMS no 11(1952).
]

[18] A. Oukhouya, On local topological algebras. Scient. Math. Japon. 57(2003), 493-497. [electr.
version: €7, 277-281].

[19] S. Warner, The topology of compact convergence on continuous function spaces. Duke Math.
J. 25(1958), 265-282.

A. Mallios et A. Oukhouya, k-algébres topologiques. Scient. Math. Japon. (& paraitre)

Anastasios Mallios

Mathematical Institute, University of Athens,
Panepistimiopolis. GR-15784 Athens, Greece
e-mail: amallios@cc.uoa.gr

Ali Oukhouya

Lycée Techniqque Med 5
Beni-Mellal, Maroc

e-mail: aoukhouya@hotmail.com



