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m-Convexité et Fonctions Entiéres & une Infinité de Variables
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ABSTRACT. We deal with locally convex algebras in which operate the algebra H (¢°°) of
all entire functions with infinitely many variables. These algebras are shown to be exactly
the bornological inductive limits of Fréchet locally m-convex ones. In the Mackey-
complete commutative case, the operation of H(£>°) is shown to be equivalent to that
of the algebra H(C) of all entire functions over C. We finally provide an example of a
commutative locally convex algebra with continuous multiplication admitting no locally
m-convex algebra topology at all, but in which H(£°°) operates.

1. INTRODUCTION

be h > ) P21 i
Dans une algebre m-convexe complete A, on peut donner un sens a y fi, .. .01 - a;,
keN

pour toute fonction entiere > fih,__,ikz? e z,lf définie sur £*° et toute suite bornée (an)nen
kEN
dans A. Ceci provient de la complétude et du fait que la convergence absolue d’une telle série

découle de Vinégalité | 3 fi at ol < 3 fiadllaal® e flak]
Eyityeeig<n Kty ip<n
n € N, qui est vérifiée pour toute semi-norme sous-multiplicative. On dit alors que I’espace
H (¢>°) des fonctions entieres sur £*° opere sur A. En particulier, ’espace H(C™) des fonc-
tions entieres a n-variables opére sur une telle algebre. Plusieurs auteurs se sont intéressés
aux liens entre la m-convezité et l'opération des fonctions entiérs. Un premier résultat dans
cette direction, dii & B.S. Mityagin, S. Rolewicz et W. Zelazko [Théoreme 1, [19]], montre que
si A est une algebre commutative localement convexe de Fréchet, alors les fonctions entieres
& une seule variable operent sur A si et seulement si A est m-convexe. Ce résultat ne s’étend
pas au cas non commutatif comme le montre un contre-exemple de W. Zelazko [32]. Dans le
cas non métrisable les contre-exemples sont nombreux. Dans ce papier nous nous intéressons
a la comparaison entre lopération de H(C), celle de H(£*°) et la m-convexité. Dans un
premier lieu, en Proposition 4.1, nous montrons que si A est une algebre localement convexe
métrisable, non nécessairement commutative, alors H (¢°°) opere sur A si et seulement si A
est m-convexe complete. Ainsi, dans le cas non commutatif, 'opération des H(C"), n € N,
n’entraine pas celle de H(¢*°). Nous montrons, en Théoreme 4.2, que dans le cas d’une
algebre commutative localement convexe Mackey-complete, il suffit que H(C) opere pour
avoir 'opération de H(£*°). Le théoreme 4.3 montre que les algebres localement convexes
sur lesquelles H (£>°) opére sont exactement les algebres localement convexes limites induc-
tives bornologiques d’algebres m-convexes de Fréchet. Cette classe a été introduite par M.
Akkar dans [2] et a été étudiée par C. Nacir [21]. Il est simple de voir qu'une telle classe
contient de nombreuses algebres autres que les algebres m-convexes Mackey-complétes. En
l'occurrence, les algebres (LY(G),o(L(G), L>°(G)) ot G est un groupe abélien localement
compact, les algebres A-convexes Mackey-completes, en particulier, 'algebre Cp,(R) munie
de la topologie stricte [31] qui est a produit continu, I’algebre des opérateurs fortement
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bornés sur un espace de Fréchet qui n’est pas de Banach [23], I'algebre | J,, o H(C") mu-
nie de la topologie limite inductive stricte. Nous vérifierons, en Proposition 5.1, que cette
derniere algébre n’est méme pas a produit continu. Mais il se trouve que pour tous les
exemples d’algebres non m-convexes sur lesquelles H (¢°°) opére, que nous avons rencontrés
dans la littérature, ou bien qu’il existe une topologie m-convexe ayant les méme bornés, ou
alors il n’existe sur ’algebre aucune topologie localement convexe & produit continu ayant
les mémes bornés. Ainsi nous nous sommes amenés a construire, en Théoreme 5.2, une
algébre A commutative localement conveze a produil continu compléte sur laquelle H (L)
opére et qui ne posséde aucune topologie m-convexe. De plus l'algébre A est aussi une lim-
ite inductive bornologique de sous algébres de Banach de dimension finie. Ceci peut étre
considéré comme une réponse partielle & un probleme de M. Akkar et C. Nacir [3] sur la
m-convexité des algebres commutatives localement convexes a produit continu qui sont des
limites inductives d’algebres de Banach. Des commentaires et remarques concernant nos
résultats et d’autres en relation avec eux font ’objet du dernier paragraphe.

2. PRELIMINAIRES

Ici, N désigne ’ensemble des entiers n > 1 et C le corps des nombres complexes. Les
algebres considérées sont des C-algebres associatives. Une algébre A est dite localement
conveze, si A est munie d’'une topologie 7, de Hausdorff, qui peut étre définie par une famille
de semi-normes (P;);c; d’espace localement convexe, ol le produit est séparément continu,
c’est a dire que les opérateurs de A : b — ab et b — ba, a € A, sont continus. On dira que
Palgébre A est 4 produit continu si Iapplication : Ax A — A; (a,b) — ab est continue, c’est
a dire que pour tout i € I, il existe j € I tel que pour tout (a,b) € A%, P;(ab) < Pj(a)P;(b).
Si la famille de semi-normes (P;);cy verifie, en outre, P;(ab) < P;(a)P;(b) on dira que A est
une algébre m-conveze (voir par exemple, [17], [18] ou [30]).

Soit A une algebre et soit (A;);cr une famille de sous algebres de A. On dira que A
est une réunion filtrante croissante de la famille (A4;);er si U A; = A et si pour tout

iel

(i,7) € I? il existe k € I tel que A; U A; C Ay. Supposons, de plus, que A est munie d'une
topologie d’algebre localement convexe 7 et que pour tout ¢ € I, A; est munie d’une topologie
d’algebre localement convexe métrisable ;. On dira que (A;, 7 )icr est un systéme inductif
si pour tout (i,j) € I tel que A; C Aj, I'injection canonique : (4;,7;) — (4;j,7j), z —
est continue. Dans se cas on dira que (A, 7) est une limite inductive localement conveze
du systeme inductif (A;,7;);er si 7 est la topologie la plus fine des topologies d’espace
localement convexes sur A rendant les injections canoniques : A; — A, x +— z continus.
D’autre part, on dira que (A4, 7) est une limite inductive bornologique du systéme inductif
(A;, 7i)icr siles bornés de (A, 7) sont exactement les bornés des (A;, 7;), i € I. Remarquons
que si (A, 7) est une algebre localement convexe qui est une limite inductive dans la catégorie
des espaces localement convexes (resp. bornologiques) d’'un systéme inductif d’algebres
localement convexes métrisables ([2], [15], [§28, [16]]), alors (A, T) est aussi une réunion
filtrante croissante et limite inductive localement convexe (resp. bornologique) d’une famille
de sous algebres localement convexes métrisables de A.

Un espace localement convexe E est dit Mackey-complet si tout fermé borné B C E
absolument convexe est un disque de Banach, c’est a dire que 'espace Ep engendré par B
normé par la jauge de B, qui sera noté Jp, est un espace de Banach. Il est bien connu que
tout espace complet est Mackey-complet. Ces deux notions de complétudes coincident dans
le cas métrisable [Corollaire 5.1.3, [25]]. Un espace localement convexe métrisable complet
sera dit espace de Fréchet.
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Soit £>° = {z = (2n)nen € C : sup, ey |2n| < 0o}. Définissons :

H(®)={ze > L fo 3 2 2 oulf) = 1fol + 3 Ifeln < 0o (n e N)}

seS seS

ou fo, fs,8 €S, sont des éléments de C et S désigne 1'ensemble des suites s = (Sm)men C
N U {0} telles que Supp(s) := {m € N : s, # 0} est fini et non vide. Pour un tel
s, |s| = > sp. Pour z = (zp)nen dans £°, 25 = II  (zm)®™ . L’espace
neSupp(s) meSupp(s)
(H(£>®),(0n)nen) est un espace de Fréchet, muni du produit ponctuel il devient une algebre
m-convexe de Fréchet. Le sous espace de H(£*°) formé par les fonctions qui ne dépendent
que des n-premieres coordonées (z1, ..., z,) s’identifie & l'espace H(C™) des fonctions an-
alytiques sur C". La topologie naturelle sur H(C™) de la convergence uniforme sur les
compactes de C™ coincide avec celle induite par H(£*°). De plus l'algébre complétée de
(Unen H(C™), (0)nen) est isomorphe & H(£>°). Ainsi, on voit bien que H({>°) s’identifie
@ la deuziéme algébre de fonctions analytiques sur £°° introduite par D. Clayton [Définition
6, [8]], elle est isomorphe aussi a l'algébre définie par J. Esterle [Définition 2.3, [12]]. Sig-
nalons que pour Clayton 'algebre des fonction analytiques sur £°° est plus large, c’est en
fait l’algebre complétée de H(¢°°) munie de la topologie de la convergence uniforme sur les
parties w*-compacts de £>°. Ici nous considérons l'algebre H (£°°), qui sera appeler algébres
des fonctions entiéres sur £°°, car ses éléments f sont les séries sommables sur /*° dont les
coefficients fs ne sont que ses coefficients de Fourier [Proposition 4, [8]].

3. OPERATION DES FONCTIONS ENTIERES

Soit A une algebre. Pour toute suite bornée b = (b, )nen de A et s € S (cf. Préliminaires)
on note par b® I’élément bflll e b;l ot {l1,...,ln} = Supp(s) avec l; < ... < l,,. Nous identi-
fions toute suite finie (by, ...,b,) de A & la suite (b1, ..., b,,0,0,...). Notons par d4 1’élément
unité de A si A est unitaire et §4 = 0 sinon. La définition suivante généralise, d’'une maniere
naturelle, la notion d’opération de H(C), sur une algebre localement convexe, considérée
par plusieurs auteurs ([19], [27], [30], ...) et celle de H(¢>°) sur les algebres m-convexes de
Fréchet [Proposition 2.4, [12]].

Définition 3.1. On dit qu’'un élément f de H(¢>°) opére (resp. opére absolument) sur une
algébre localement conveze A, si pour toute suite bornée b = (by,)nen C A4, la famille

(1) F) == foda+ Y fob*

ses

est sommable (resp. absolument sommable) dans A.
On dit qu’'un sous-espace de H(£>°) opére (resp. opére absolument) sur A si tous ses éléments
opeérent (resp. opérent absolument) sur A.

Il est évident que H(¢>°) opére absolument sur les algébres m-convezes. Par ailleurs,
H(£>°) opére absolument sur toute algébre A-convexe Mackey-compléte (ce qui entraine que
H(¢>°) y opere d’apres la proposition 3.3), puisque les bornés d’une telle algeébre sont ceux
d’une topologie m-convexe plus fine [4]. Rappelons qu'une algébre (A, (P;);cr) est dite A-
conveze si pour tout i € I et tout (a,b) € A%, max{P;(ab), P;(ba)} < \i oP;(b) olt \i 4 est
un nombre réel positif qui ne dépend que de ¢ et de a (cf. [9], [17]).

Le lemme suivant donne une interprétation de 'opération de H(£>°) qui sera trés utile pour
la suite.
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Lemme 3.2. Soit A une algébre localement conveze. Les propriétés suivantes sont équivalentes:
(1) H(L>) opére absolument sur A;
(2) pour toute semi-norme continue P et tout borné B de A,

(2) op(B) :=sup{(P(by - - - bn))% :neN, by,..., by € B} <o0;

(3) pour toute suite bornée b = (bn)nen, et tout élément f de H(L>), la famille f(b) vérifie
le critere de Cauchy.

Preuve. Les implications (2) = (1) et (1) = (3) sont évidentes. Pour montrer que (3)
= (2), supposons qu’il existe une semi-norme continue P et un borné B tels que pour tout
n € N, il existe ky, éléments b, 1, b2, ..., bnk, de B tel que P(bp1bp 2+ bnk,) > (n2)kn.
Pour tout entier m > 1, il existe un couple unique (n,l) € N? tel que 1 < [ < k, et
m=ko+ ...+ ky_1+1, avec ko := 0. Soit alors b = (b;,)m>1 la suite définie par by, = by, ;.
Il est clair que

1
/= Z(ﬁ)k" (Zkotovtbno141) (Zhotoothn142) ** (Zhoteethn 14k, ) € H(LZT) .
n>1

Donc f(b) = 3, en(52) " bn,1bn2 - - - b, vérifie le critere de Cauchy. Do :

1
P((F)’f”bmbm2 b)) < 1

pour n assez grand. Cette contradiction acheve la démonstration. [

Une conséquence immédiate du lemme 3.2, et le fait que H(¢>°) opére absolument sur
une algébre localement convexe (A, T) si et seulement si pour toute suite bornée b = (by,)nen,
Uapplication :

(P(eoo)v (Un)nEN) - (AvT); f - f(b)

est continue. Ici, P(£>°) désigne 'espace des applications polynémialles sur £*°. On dira
alors que b est une suite bornée P(£>°)-spectrale. Cette notion généralise celle des points
P(C)-spectraux donnée par P. Turpin [10.2, [27]]. De méme, comme on en peut déduire par
exemple du [Lemme.I1.2, [7]], on a H(C™) opére absolument sur (A,T) si et seulement si
toute suite finie & n-éléments est P(C™)-spectrale, si et seulement si tout élément (ay, ..., ap,)
de A™ vérifie la formule :
(3) sup  {P(a)"-- a;”)m} <00 .

mi+...4+m, €N
Proposition 3.3. Soit A une algébre localement conveze. Alors, H({>) opére sur A si et
seulement si A est Mackey-compléte et H(£>°) y opére absolument.

Preuve. Nécessité. Remarquons, d’abord, que 'application :
(o]

0= H®); Annen = > Ann
n=1

permet d’identifie /1 & un sous-espace de H(£*°). Donc si H({*°) opere sur A alors ¢! y
opere. Ceci entraine que A est Mackey-complete [Théoreme 2.1, [26]]. Par ailleurs d’apres
le lemme 3.2, si H(¢>°) opere sur A alors il y opére absolument.

Suffisance. Soit f = > fsz® € H(l>®) et b = (bn)nen une suite bornée de A. On a
ses
Y. |fs] < oo et d’apres le lemme 3.2, pour tout n € N, la famille (b%),cg, |s|=n est
seS, |s|=n
bornée. La Mackey-complétude de A, qui est équivalente a I'opération de ¢!, entraine que
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fn = Z\s|=n fsb® converge. De plus la suite (2" f,,)nen est bornée, car pour toute semi-
norme continue P sur A,

PR )<Y Y 1fIP((20)Y) < o0

kEN ses, |s|=k

Dot f(b) = > fsb° = > 27(2"f,) converge dans A. O]
ses neN

4. OPERATION DE H(C) ET H({*°) ET M-CONVEXITE

Etudions d’abord le cas des algebres localement convexes métrisables.

Proposition 4.1. Soit (A, 7) une algébre localement convexe métrisable. Alors on a :
(1) H(L>) opére absolument sur A si et seulement si A est m-conveze.
(2) H(€>°) opére sur A si et seulement si A est m-convexe de Fréchet.

Preuve. (1) Soit (A, (Py)nen) une algebre métrisable (P, < P,41) sur laquelle H(£>)
opere. Il est simple de voir que si A est non m-convexe, il existe ng € N tel que pour tout
n > no, il existe une suite finie a, 1, an2, ..., ank, d’éléments de (P,)"1({1}) telle que
Poo(aniana -« ang,) > nFr [Lemme 1.2, [19]]. Donc l'ensemble {an 1, an2, -, Gnk,

n € N} est borné, ce qui est absurde d’apres le lemme 3.2.
(2) Découle de (1) et de la proposition 3.3. O

W. Zelazko & construit dans [32] un exemple d’algebre localement convexe de Fréchet,
ainsi elle est & produit continu, sur laquelle H(C™), n € N, opere et qui n’est pas m-
convexe. Donc l'opération des H(C™), n € N, n’entraine pas en générale celle de H(£>).
Nous établissons, dans le résultat suivant, le lien entre l’opération des H(C™), n € N, et
celle de H(€>) pour les algebres commutatives.

Théoreme 4.2. Soit (A, 7) une algébre localement convere commutative. Alors on a :
(1) H(C) opére absolument sur (A,T) si et seulement si pour tout n € N, H(C™) y opére
absolument.

(2) H(C) opére sur (A,7) et (A,7) est Mackey-compléte si et seulement si H(£>°) opére
sur (A, T).

Preuve. Soit B un borné absolument convexe dans A tel que (Ep,JJp) est un espase de
Banach. L’application n-linéaire :

(EijB) X X (EB;JB) _>A7 (blv'“vbn) — by by

est séparément continue, car A est une algebre localement convexe et B borné. Donc elle
est continue d’apres le théoreme de Banach-Steinhaus. Par suite, les applications ”puis-
sances”: (Ep,Jg) — A; b — b™, n € N, sont continues. Soit P une semi-norme continue
sur A. Supposons que H(C) opere absolument sur A, alors d’apres la formule (3), on a

sup P((g @)") < 1. Le [Théoréme 9.5, [27]], dit de Banach-Steinhaus pour les applica-

tlons polyndomiales, assure que notre suite d’applications b — b™, n € N, est équicontinue
en zéro. Donc pour la semi-norme P, il existe r > 0 tel que P(b™) < ™ pour tout b € B et
tout n > 1. La formule de polarisation (voir par exemple la formule [(8), [19]]) :

n" - k+1 1 1 n
a’l"'anzmz Z (_1) (na‘ll—’_ -t a‘lk)

T k=1 (1<i1<...<ix<n)



256 Z. Abdelali

entraine que op(B) < oo, puisque pour tout by, ..., b, € B,

nm n n nm
n_ "7 n
k=0

Puisque tout ensemble fini est contenu dans un disque de Banach, la formule (3) est donc
vérifie pour tout entier n. D’ott H(C™), n € N, opeére absolument sur A. Ceci montre (1).
Si de plus A est Mackey-complete, alors tout borné est contenu dans un disque de Banach.
Le lemme 3.2 et la proposition 3.3 permettent alors de conclure que H(£>°) opere sur A.
Ainsi (2) est démontré. O

Le théoreme, de structure, suivant montre que la classe des algébres localement convezxes
sur lesquelles H(£>°) opére, qui contient les algébres commutatives localement convexes
Mackey-completes sur lesquelles H(C) opere, n’est autre que celle introduite par M. Akkar
dans [2].

Théoreme 4.3. Soit (A, 7) une algébre localement convexe. Alors on a :

(1) H(£>) opére absolument sur (A,T) si et seulement si (A,7) est une limite inductive
bornologique d’algébres m-convexes métrisables.

(2) H(£>®) opére sur (A,T) si et seulement si (A, T) est une limite inductive bornologique
d’algébres m-convexes de Fréchet.

Preuve. (1) Suffisance. On peut supposer que (A, 7) est une limite inductive bornologique
et réunion filtrante croissante d’algébres m-convexes métrisables (A4;,7;)icr. Donc tout
borné B dans (A, 7) est un borné dans une algebre (A;, 7;). Soit P une semi-norme continue
sur (A4, 7). Puisque les bornés de (A;, ;) sont bornés dans (A;,7), P est aussi continue sur
(A4;,7:). Donc il découle du lemme 3.2 appliqué a (A;,7;), que pop(B) < co. L'implication
résulte de l'application du lemme 3.2 & (A, 7).

Nécessité. Soit (B;)ier la famille de bornés absolument-convexes fermés de (A, 7). Pour
tout ¢ € I et n € N, soit || ||s,» la jauge associée & I’enveloppe absolument convexe fermé
Ui.n de 'ensemble :

(4) U (%Bi)k et soit A; = ﬂ span{U;  };

keN neN

la suite (|| |]in)nen définit sur A; une topologie m-convexe métrisable 7; plus fine que la
topologie induite par 7. Car pour toute semi-norme P continue sur (A, 7), il existe np € N
tel que pour toute suite (b;)jen d’éléments de B;, P(b1.bs - - - by) < (np)F, ainsi pour
x € A;, P(x) < ||®||inp. Donc les bornés dans (A;,7;) sont des bornés de (A, 7) et par
construction B; est borné dans (4;,7;). Définissons sur I la relation d’ordre : ¢ < j, si
B; C B;. Alors pour ¢ < j dans I, et tout « dans A;, on a ||z||;» < ||z];». Ainsi'injection
: A; — Aj; =+ x est continue. Donc (A, 7) est une limite inductive bornologique de la
famille d’algebres m-convexes métrisables (A4;, 7;)icr-

(2) En combinant (1) et la proposition 3.3, il suffit de montrer que A est Mackey-complete
si et seulement si les (A4;,7),4 € I, sont completes (les notations sont celles utilisées dans la
démonstration de (1)). Supposons que les (A;,7;),i € I, sont completes. Alors tout borné
absolument-convexe fermé de (A4, 7) est un fermé borné dans une certaine (A4;,7;), ainsi il
est un disque de Banach.

Supposons maintenant que (A, 7) est Mackey-complete et soit (by, )nen une suite bornée dans

(As,7i) et (An)nen € £1. Lasérie > \,b, converge dans (A, 7), car (b,)nen est bornée dans
n=1
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(A, 7) [Théoreme 2.1, [26]]. Il est évident que la série > A, b, vérfie le critere de Cauchy
n=1

dans (A;, 7;), ainsi pour tout p € N, il existe g, € N tel que pour tous entiers | > k > ¢,
l E 1
D Aabn =D Anbn € ~Uiy .
n=1 n=1 p

0o k
Par suite > A\pbn, — >0 Apby, € %Ui,p, d’ou (4;,7;) est Mackey-complete, par suite elle est
n=1 n=1
complete. [

Rappelons que tout espace localement convexe (E,T) admet une topologie bornologique
associée notée 7. C’est la topologie localement convexe la plus fine ayant les mémes bornés
que 7 [§28, [16]]. De plus si (A, 7T) est une algébre localement conveze, (A,7*) en est aussi
une. Alors on a le

Corollaire 4.4. Soit (A,7) une algébre localement convexe. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(1) H(L>) opére absolument (resp. opére) sur (A,T);

(2) H(€>) opére absolument (resp. opére) sur (A,7);

(3) (A, 7*) est une limite inductive localement conveze et bornologique d’algébres m-convezes
métrisables (resp. m-convezes de Fréchet).

Prewve. 11 suffit de vérifier que (2) = (3). D’apres le théoreme 4.3, (A,7) est une
limite inductive bornologique d’algeébres m-convexes métrisables (de Fréchet) (A;, 7, )ier.
Soit (A,T) la limite inductive localement convexe du systéme inductif (A;, 7, )ier. Les
bornés pour T sont des bornés pour 7, car T est plus fine que 7*. Par ailleurs, un borné
pour 7% est un borné dans une certaine algebre (A;, 7,°) donc il reste borné pour 7', de plus

(A, T) est un espace localement convexe bornologique d’ou T' = 7%. [

Il résulte du corollaire 4.4, que l'opération et l'opération absolue de H(L>°) sur une
algébre localement convexe ne dépendent en fait que des bornés relativement a la topologie.
En d’autres termes :

Corollaire 4.5. Soient T et 7' deuz topologies sur A d’algébre localement convexe ayant
les mémes bornés. Alors, H({>) opére absolument (resp. opére) sur (A, T) si el seulement
si elle opére absolument (resp. opére) sur (A, 7').

5. CONTRE-EXEMPLE

D’apres le corollaire 4.5 si (A, 7) est une algebre m-convexe, alors H({*°) opere ab-
solument sur (A,7'), pour toute topologie 7/ d’algebre localement convexe sur A ayant
les mémes bornés que 7. Ainsi, les exemples d’algeébres commutatives localement con-
vexes, non m-convexes, sur lesquelles H({>°) opére sont nombreux. C’est le cas pour toute
algebre de Banach commutative semi-simple involutive symétrique de dimension infinie
munie de la topologie faible [Théoreme 2, [29]]. On peut citer, par exemple, les algebres
(LY(@),o(L (@), L>(G)) olt G est un groupe abélien localement compact muni de la mesure
de Haar (G =R,C,Z,[0,1],...). Il y a aussi un exemple remarquable donné par W. Zelazko
[31] d’algébre localement convexe compléte a produit continu mais qui n’est pas m-conveze.
Cette algébre n’est autre que celle des fonctions continues et bornées sur RT munie de la
topologie stricte. 1l se trouve qu’une telle algébre est uniformément A-conveze [24], ainsi elle
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a les mémes bornés qu’une topologie normée plus fine. Un autre type d’exemples est celui
présenté par 'algebre commutative A engendré par les symboles {c, an, by : n€N, f¢€
NN} dont le produit est défini par : a,by = f(n)c, anam = byby = can, = cby = ¢* = 0.
Cette algébre a été construite dans [Théoreme 1, [20]] comme exemple o il n’existe aucune
topologie a produit continu. Alors A munie de la topologie localement convexre maximale
est une algébre localement convexe compléte sur laquelle H(£>°) opére, mais qui n’admet
aucune topologie m-convexe. Nous n’avons pas trouvé, dans la littérature un ezemple
d’algébre (commutative) localement convexe a produit continu Mackey-compléte, en partic-
ulier complete, sur laquelle H(£>°) opére et ne possédant aucune topologie m-convexe ayant
les mémes bornés. On peut tenter a croire qu'un tel exemple peut étre donner par 1'algebre

lim H(C") := |J H(C™) munie de la topologie limite inductive localement convexe, stricte,
- neN
o H(C™) est munie de sa topologie naturelle. Cette algébre n’est pas m-conveze, étant

isomorphe & celle considérée dans [(XI), [6]]. Ici, en faisant dégager toute la force de la
démonstration donnée par S. Warner dans [Exemple 6, [29]], on a :
Proposition 5.1. L’algébre limite induvtive lim H(C™) n’est pas & produit continu.

—

Preuve. Supposons le contraire. Soit V' I'enveloppe convexe de (J,,cy Vn, ot Vi, = {f €
H(C™) : o,(f) <1}. Alors V est un voisinage de zéro dans lim H(C™). Soit W un voisinage

de zéro dans lim H(C™) tel que WW C V. On peut supposer que W est I’enveloppe convexe

de U,eny Wh, ot Wy, := {f € H(C") : oy, (f) < 1}, k, € N. Pour tout n € N, il existe
un réel o, > 0, tel que a,z, € W,. Donc pour tout m € N, (a321)™ € Wi. Dol pour
tout (n,m) € N2, (a121)™anz, € V. On a de plus (a121)™anz, € Vi, car il existe des

l
scalaires A1,..., A\ vérifiant > [Ag] < 1let fr € Vi, k = 1,...,1 tels que (a121)™anz, =
k=1

22:1 A fr. Pour k > n on décompose fr = gx + hy telle que gi est formée par tous les

monomes qui dépendent seulement de zy,...,z,_1. Il est simple de voir que hy € Vi et
!
(121)™nzn = Y. Ahg. Nous déduisons donc que (aqn)™apn = o, ((@121)anz,) < 1
k=n
pour tout (n,m) € N? . Ceci implique que pour tout (n,m) € N2, ain < (ann)
ain < 1 pour tout n € N, ce qui est impossible. [J

=1/m - Ainsi

Ceci nous pousse a construire, dans ce qui suit, un ezemple d’algébre commutative locale-
ment convexe a produit continu compléte sur laquelle H(€°°) opére et ne possédant aucune
topologie m-convexe ayant les mémes bornés. On peut remarquer aussi le lien avec une
question de A. Arosio [6] et un probléme de M. Akkar et C. Nacir [3] sur la m-convexité des
algebres commutatives localement convexes a produit continu qui sont des limites inductives
localement convexes d’algebres de Banach. Pour plus de détails voir le dernier paragraphe.

Théoréme 5.2. I existe une algébre commutative A telle que :

(1) A peut étre munie d’une topologie T d’algébre localement convere compléte o produit
continu telle que :

i. H(£>®) opére sur (A, T);

1. (A,7) est une limite inductive bornologique d’algébres de Banach commutatives de di-
mension finie.

(2) A ne peut étre munie d’une topologie m-conveze.

Preuve. Nous commencons par la construction de l’algébre A: Soient K un ensemble
non dénombrable, F l'ensemble des parties finies de K et D = NN*X_ Pour tout d € D et
tout n € N il existe un entier noté d,, et un élément de F de cardinal d,, noté Ky, tels que
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dnx = d,, pour tout k € Kg,. OU d,j désigne 'image de (n,k) € N x IC par d. Soit A
I’espace vectoriel engendré par ’ensemble de symboles :

(5) {C, Qad, an, Cdn,J' dED, nEN, JE}—, J CKdn}.

Ici, X C Y signifie que X C Y et X # Y. Donc tout élément = de A se représente sous la
forme :

(6) Tr = x.Cc+ Z Trqaq + Z xn,an,J + Z Z Td,n,JCd,n,J

deD neN deD JCKan
JEF neN
Ot les coefficients sont nuls sauf un nombre fini. Pour tout (d,n) € D x N, I'élément (d,,)% ¢
sera noté aussi ¢4,n, K, . Nous munissons A du produit commutatif défini par :

(7) 0 sin#n ouJNJ #0

b b {bmJUJ/ sin=n'(n,n')eN? et JNJ' =10
n,J " On/ J —

| can,g sideD, neNet JC Ky,
(8) aq - bn,J - { O Si J g Kdn

et pour tous (d,d’) € D?, (n,n') € N2 et J,J' C Kg,, on pose :

() aq - aq = Cdn,J * Cd',n’,J" = Gd " Cd' ., g0 =0,
Cdn,J bnr g =aq- (bng-bn )

L’espace vectoriel A devient une algebre associative et commutative.

Démonstration de (2). Supposons que A admet un sous-ensemble V' absorbant ( |J n -
neN
V = A), équilibré (A -V C V pour tout A € C, |\| < 1), idempotent (V -V C V), tel que
c ¢ V. Pour tout (n,k) € D x K, il existe p, x € N tel que b, 1y € pn V. Soit d 'élément
de D définie par: dni = npp k. Alors il existe ¢4 € N tel que aq € gqV et on a:

dn

_)dnvdn-i-l
n

1 1 1
(10) c= (E)d"adbn,xdn = (a)d"ad IT bnim e (a)d"qd(
k€EKan
Ainsi, pour tout n € N, ¢ € (ga/n%)V C (qa/n™)V. Ce qui est absurde.
Démonstration de (1). Nous définissons d’abord la topologie de A: Soit P la famille de

toutes les semi-normes P sur A, telles que il existe Dp C D et Fp C F dénombrables et
ép : N> — N vérifiant :

(11) {Kgn : neN,deDp} CFpet (J,J)EFp <= JUJ € Fp;
(12) sup (P(aq)) < o0 ;

deD\Dp
(13) P(bn,g) < ¢pp(n,card(J)) (neN, JeF\Fp);
(14) P(Cd’n"]) < d)p(n,card(J)) (d €D \ Dp, J C Kdn)
La topologie 7 définie par P induit sur tout sous-espace de A de dimension dénombrable sa
topologie localement convexe maximale. Il suffit de voir que pour toute semi-norme || || sur
un sous-espace engendré par un sous-ensemble dénombrable de celui donné par la formule
(5), on obtient un élément de P en prolongeant || || par zéro au sous-espace supplémentaire

engendré par le reste des symboles. Pour tout P € P, soit Ap le sous-espace vectoriel de
A engendré par :

{C, aq, an, Cdn,J' d€Dp, TLGN, Je}—p, J,CKdn}
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Alors Ap est une algebre a base de Hamel dénombrable. Donc, d’apres [Théoreme 2,
[33]], Ap munie de 7 est une algebre localement convexe & produit continu. Ainsi il ex-
iste une semi-norme P’ sur Ap telle que P(z) < P'(z) et P(xy) < P'(z)P’(y) pour tout
(x,y) € (Ap)?. Définissons une semi-norme @ sur A comme suit :

(15) Q) = minfr €N 0> Pe)+ s (Plas)

(16) b N N () Q) (max dp(nk) - (2m)"
an) Qe ={ o6 3 15PN 0

W o { S ) $ den
(19) Qlcdn.s) _{ Z;((cﬁﬁégdu)) ¥ Zggp\’pi,c}c < K

et maintenant pour tout v € A :

Q) = |zelQ(c) + X |24lQaa) + X2 |2n,7|Q(bn,1)
deD neN

20 JEF
(20) + 2 > |zams|Q(can,r)
deg JCKan
ne

Alors Q € P, de plus on peut poser Do = Dp, Fg = Fp, et pour tout (z,y) € A%
P(z) < Q(z) et P(zy) < Q(x)Q(y). Ainsi (A,7) est une algebre localement convexe a
produit continu. De plus la topologie T peut étre définie par une famille de semi-normes
Q vérifiant (20) et qui induit sur tout sous-espace vectoriel de dimension dénombrable sa
topologie localement convexe maximale.

Remarquons que les sous ensembles bornés dans (A, T) sont de dimension finie, c’est a
dire la dimension de tout sous espace vectoriel engendré par un borné est finie. Ceci découle
du fait que tout sous ensemble borné dénombrable B est de dimension finie, en effet: sinon,
soit {z, : m € N} une base de Hamel de span(B), on peut définir une forme linéaire f sur
span(B) par f(z,) = n. La topologie induite sur span(B) par 7 n’est autre que la topologie
localement convexe maximale, ainsi f est continue sur span(B) et par suite f(B) est borné
ce qui est absurde.

Maintenant puisque A est engendrée par des éléments nilpotents, (A,7) est la limite
inductive bornologique d’algébres de Banach commutatives de dimension finie (alg(G))aeg,
ou G désigne 'ensemble des parties finies de I’ensemble des symboles générateurs de A
ordonné par inclusion et alg(G) est I'algebre engendrée par G. Ainsi, A est Mackey-compléte
et H(£>°) y opére. Ceci montre i, et ii.

Montrons que (A, 7) est compléte: Puisqu’on ne s’intéresse pas, maintenant, a la multi-
plication et par raison de simplicité nous adoptons une nouvelle notation pour les symboles
engendrant 1'algebre. Soit donc R ’ensemble :

{cJUDUNXFUDXNx F

ou la réunion est supposée disjointe. Ainsi on peut noter sans confusion une base, de Hamel,
de Apar {t; : J € R}. Notons par {t% : J € R} sabase duale, c’est a dire que t¥, J € R,
est la forme linéaire définie sur A par t%(t;) = 1 et t(t;) = 0si J' # J. Ainsi pour tout

élément a de Aonaa= ), ayty, ot ay = t%(a). Pour tout R' C R, Tr- désignera la
JER
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projection définie sur A par a+— »_ ajt;. Il est clair que a = Tr/(a) + Tr\r/(a) et pour
JER!
tout || || € Qon a:

[t7(a)] < [lal] = TR (a)[| + [ TR\ (a) | -
Soit (zx)aea une suite généralisée de Cauchy dans (A, ), pour tout élément J de R la
suite (¢%(zx))aea est de Cauchy donc elle converge vers un scalaire ay. L’ensemble {J €
R : ajy # 0} est fini, sinon il contiendra un sous-ensemble dénombrable infini R’, la suite
(Tr/(zx))ren est de Cauchy dans l'espace complet Ag: donc elle converge vers un élément
a’. Pour tout J € R/, a/; = t%(d') = }\13 t5(Tr/(xx)) = ay, ainsi R’ est fini, ce qui est
absurde. D'ota = Y ajt; € A, en remplacant (x))aca par (xx —a)rea on peut supposer

JER
que pour tout J € R, /l\mk t5(zx) = 0.
€

La suite (zx)xea converge vers zéro dans (A, 7). Sinon, il existe || || € Q telle que ;\m/{ lzall =
€

M > 0. Soit Ag € A tel que pour tout A > Ao, ||zx — x5, || < M/2. Notons S ={J R :

t5(zx,) # 0} et =R\ S. On a pour tout A > A,

1
1Ts ()| < (| Ts(@a)l + ([Ts(zr) — 20l = llza — 22, [| < oM

| =0et ona |z)| = |[|[Ts(zr)| +

D’autre part 'ensemble S est fini donc limyer [|Ts(zy)
ITs (zx)||. La contradiction se déduit du fait que :

M
1 — i , <.
M = lim [|lza]| = lim | Ts (22)]| < <. O

6. REMARQUES ET COMMENTAIRES

6.1. Les résultats de ce papier restent wvrais si on suppose seulement que le produit est
séparément borné. Ainsi, on peut les étendre au cas d’une algebre bornologique localement
convexe dans le sens de [14], [15] et [27].

6.2. Si H(C) opére absolument sur une algébre commutative localement convere A, alors A
est une réunion filtrante croissante d’algebres m-convexes métrisables avec la continuité des
injections canoniques: En effet, d’apres le théoreme 4.2, pour tout entier n, H(C™) opere
absolument sur A. Il suffit donc de transporter sur A la structure de (P(C"), (04, )nen) par
le morphisme, continu, d’algebres f(z1,...,2zn) € (P(C"), (0n)nen) — f(b1,...,0n) € A et
ce pour tout (b1,...,b,) € A. Cette technique a été utiliser dans [Théoreme I1.9, [7]], en
prenant H(C™) au lieu de P(C™), pour montrer que toute algébre commutative localement
convere A sur laquelle H(C™) opére, pour tout n € N, est une réunion filtrante croissante
d’algébres m-convexes de Fréchet avec la continuité des injections canoniques. Une telle
réunion n’est pas, en général, bornologique méme si A est de Banach. C’est le cas de
lalgebre £1(I) := {(Mi)ier € C : [[(N)iezll := Dier [Nl < o0}, ol les lois sont définies
ponctuellement et I est un ensemble de cardinal supérieur strictement & celui de H (£°),
car la boule unité ne peut étre contenue dans I'image de H(C™) pour aucune application.

6.3. On dira qu’une algebre localement convexe A est localement de Baire (locally-Baire
[22]) si tout borné de A est contenu dans un borné absolument convexe B tel que (Ep, Jg)
est un espace de Baire. Il est évident que toute algébre Mackey-complete et localement
de Baire. Les techniques utilisées dans la démonstration du théoreme 4.2, permettent de
conclure que si H(C) opére absolument sur une algébre localement de Baire commutative
A, alors H({>°) y opére absolument.

En combinant ceci avec la proposition 4.1, on peut conclure que si H(C) opére absolument
sur une algébre A localement convexe métrisable commutative et localement de Baire, alors
A est m-conveze. C’est une généralisation du [Théoreme 1, [19]] qui utilise 'argument de
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Baire localement.

Soit maintenant A une algébre localement convexe de Baire a produit continu sur laquelle
H(C) opére absolument. D’apres le [Théoreme 9.5, [27]] la suite des applications : A —
A; z— z", n € N, est équicontinue. Dans le cas commutatif, la formule de polarisation
entraine que A est m-convexre. Une démonstration compléte est présentée, aussi, dans [11].

6.4. L’algebre C[0,1] des fonctions continues sur [0, 1] munie de la topologie définie par
les semi-normes ||f||x = (fol |f(®)|Fdt)'/*, k € N, est une algebre commutative & produit
continu métrisable sur laquelle H(C™) opere, pour tout n € N. Mais elle n’est pas m-
convexe étant une sous-algebre dense dans 'algebre L« d’Arens [5]. Ainsi H(¢>°) n’y opére
pas absolument. Donc la Mackey-complétude dans le théoréme 4.2 n’est pas superflue.

6.5. Si H(C™) opére sur une algébre localement conveze (A, ), alors elle opére sur A mu-
nie de toute topologie localement convexe moins fine que 7. Ceci ne reste pas vrais pour
Uopération de H(£>): Par exemple, d’apres la remarque précédante, H(¢*°) n’opére pas
sur C[0, 1] munie de la topologie induite par I’algebre L* d’Arens, cette topologie est moins
fine que celle de la convergence uniforme sur [0, 1] qui rend C]0, 1] une algebre de Banach.
Ceci provient du fait que pour une topologie moins fine on a plus de bornés.

6.6. Soit (X@)er, I = |J N”, une suite de symboles. Pour (i) € N*, |(i)] = n. Con-

neN
sidérons 'espace ¥ de séries formelles défini par :

{f=rf+ Z f(i)X(i) 2 on(f) = |fol + Z |f(i)|”‘(i)| < oo (neN)}

(i)el (i)el
En munissant X de la multiplication définie par
X(ila-uvip)X(jla-“vjq) — X(ilv---aipajla-~7jq) .

Nous obtenons 'algébre de Fréchet non commutative analogue & H(£>°). Cette algebre
& été considérée dans [10]. En identifiant X & la suite bornée (X, )nen, ott X, = X,
Papplication : H({*) — 3; f— f(X) permet d’identifie H(£*°) & un sous-espace fermé de
3. Les résultats analogues aux Définition 3.1, Lemme 3.2 et Proposition 3.3 permettent de
conclure que H(¢>°) opere (resp. opére absolument) sur une algebre localement convexe A
si et seulement si ¥ y opére (resp. opére absolument).

De plus, lorsque ¥ (resp. H(¢*)) opeére sur une algebre (resp. algeébre commutative)
localement convexe A, alors pour toute suite bornée (b,,)nen de A, il existe un morphisme
d’algebres continu @5 @ X — A (resp. @y g(pey : H({*) — A) défini par @) =(X,) = b,
(resp. @y pr(g=)(2n) = bp). Ainsi, pour tout f € ¥ (resp. f € H({>*)) on a &, x(f) = f(b)
(resp. @, (o) (f) = f(b)).

Pour A = H(¢*°), le morphisme ®; 5; devient surjectif. Ainsi, H(¢>°) est isomorphe & une
algébre m-convezre de Fréchet quotient de 3.

6.7. Plusieurs objets utilisés dans ce papier sont apparus pour approcher le probléeme de
Michael [18]. En fait E.A. Michael a posé deux probleémes : un caractere (forme linéaire
multiplicative) sur une algeébre m-convexe compléte est-il borné? si de plus l'algebre est
de Fréchet les carateres sont-ils continus? D’apreés un résultat de P.G. Dixon et D.H.
Fremlin les deux problemes sont équivalents. Ce résultat est retrouvé par M. Akkar [2]
en montrant que toute algebre m-convexe complete est une limite inductive bornologique
d’algebres m-convexes de Fréchet. Par la méme raison, nos résultats permettent de conclure
que dans le cas commutatif ce probléme est équivalent au probléme: une algebre (A,T)
localement convexe commutative Mackey-complete dont H(C) opeére est elle & caracteres
bornés? Dans le cas non nécessairement commutatif, le probléme de Michael est équivalent
au probléme: une algebre (A, 7) localement convexe Mackey-complete dont H(£>°) opere
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est-elle a caracteres bornés? Cette équivalence peut étre obtenue, aussi, en remarquant que
Popération de H(0>°) est équivalente a celle de X. En effet, supposons que 'algebre (A, T)
posséde un caractere non continu &, ainsi il existe une suite bornée b = (b, )nen telle que
la suite (£(bn))nen = (£0Pp,5(Xn))nen est non bornée. Nous avons donc o®yp 5 est un
caractere non continu sur l’algebre m-convexe de Fréchet (X, (0],)nen). Signalons que le
probleme de Michael est toujours ouvert, les algebres ¥ et H(¢*°) sont appelées algébres
tests. Pour savoir plus sur se probleme voir par exemple ([1], [8], [12]).

6.8. La m-convexité dans la classe d’algebres limites inductives localement convexes d’algebres
m-convexes métrisables a intéressé plusieurs auteurs. Dans [6] A. Arosio a posé la question
: une algebre limite inductive localement convexe d’algebres normées est elle m-convexe.
Un contre-exemple a été donné dans le cas non commutative par M. Oudadess [23], en
considérant l'algebre B(FE) des opérateurs fortement bornés sur un espace de Fréchet non
normable E. Une extension au cas commutative a été donner par M. Akkar et C. Nacir
[Proposition 3.6, [3]].

L’algebre (A,7*) construite dans le théoreme 5.2, donne un exemple d’algébre locale-
ment convexe compléte limite inductive localement convexe et réunion filtrante croissante
d’algébres de Banach commutatives de dimension finie. Mais il n’existe sur une telle algebre
aucune topologie m-convexe. C’est une extention de [Proposition 3.6, [3]].

Un autre exemple peut étre déduit de P'algebre construite dans [13], munie de la topologie
localement convexe maximale. Cette algebre est une limite inductive localement convexe
d’un systeme inductif, formé par des sous-algebres de Banach commutatives de dimen-
sion finie, qui peut étre indexé par un ensemble I tel que card(l) est le premier cardinal
non dénombrable. Ceci est optimal car toute algebre limite inductive localement convexe,
dénombrable, d’algebres de Banach est m-convexe [Théoreme 2.1, [3]].

6.9. L’algebre bornologique (A, 7*) associée a 'algebre (A, ) construite dans le théoreme
5.2 n’est pas a produit continu. En effet, 7 n’est autre que la topologie localement convexe
maximale, puisque les bornés de (A, 7%) sont exactement les bornés de dimension finie. Les
techniques de la démonstration du [Théoreme 1, [33]], appliqués aux éléments by s, J € F,
permettent de conclure. Ainsi, en combinant ceci avec ce qui précede, nous nous sommes
amenés & poser le probleme suivant :

Probléme 6.10. Une algébre localement convexe bornologique a produit continu sur laque-
lle H(£>°) opére est-elle m-conveze ?

Nous ne savons pas répondre a ce probleme méme dans les cas particuliers suivants :

(1) Cas d’une algebre limite inductive localement convexe dénombrable d’algebres m-
convexes de Fréchet.

(2) Cas d’une algebre limite inductive localement convexe d’algebres de Banach. Cette
version a été soulever dans [3].

(3) Cas d’une algebre limite inductive localement convexe d’algebres de Banach de di-
mension finie.
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Addendum

Dans leur article [Inductive limits of locally m-convex algebras, Bull. Belg. Math. Soc.
11 (2004), pp. 149-152.], T. Heintz et J. Wengenroth ont démontré que toute algébre com-
mutative limite inductive localement convexe dénombrable d’algébres m-convexes de Fréchet
qui’est a produit continu est m-conveze. Ceci répond positivement, pour les algebres commu-
tatives, au cas particulier (1) du probléme 6.10. Leur résultat confirme aussi la proposition
5.1.
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